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Siame konspekte apzvelgiamas mokyklinis tikimybiy teorijos kursas pagal atnaujinta programa. Vienoje vietoje is
konspektas truputi iSeina i§ mokyklinés programos riby (trumpai aptariama salyginé tikimybé). Taciau salyginé tikimybé
pristatoma tik tam, kad prasmingai galéty buti apibrézta mokykliné savoka — nepriklausomi jvykiai. Konspekte gali biti
like klaidy. Jei ju radote, parasykite. Taip pat galite pasitikrinti, ar turite naujausia Sio konspekto versija.

Konspektas parengtas naudojant V. Stakéno vadovélj ,,Tikimybiy mokslo pagrindai* (2010, 262 p., VU leidykla), kuri
rekomenduoju tiems skaitytojams, kam Sio konspekto maza. Minéto vadovélio rankrastis nemokamai pasiekiamas
internete.
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1. Pagrindinés savokos

1.1. Bandymas ir jo baigtys

(1) Bandymas — kazkas, ka galime kartoti kiek norime karty ir i§ anksto nezinome, kaip tas kazkas, ka kartosime,
pasibaigs. Kai norima pabrézti, kad kalbame apie tikimybini bandyma, o ne fizikini ar dar koki, sakome ,,stochastinis
bandymas* (gr. stochasis — nuspéjimas, numatymas). Ivardindami bandyma turime nusakyti du dalykus: (1) ka
atliekame; (2) ka stebime.

(2) Pavyzdys. Pasakydami ,,Metame standartini SeSiasieni kauliuka* arba ,,Metame standarting moneta“ nejvardijame
stochastinio bandymo. Turime taip pat ivardyti, ka stebime, pvz.:

* ,,Metame standartinj SeSiasienj kauliuka ir stebime, keliomis akutémis kauliukas atvirsta“,

» ,,Metame standartinj Sesiasienj kauliuka ir stebime, ar atvirto lyginis akuciy skai¢ius®,

* ,,Metame standarting moneta ir stebime, kuria puse ji atvirto®,

* ,,Metame standarting moneta ir stebime, per kiek laiko moneta nustos judéti*.

(3) Bandyma tyrinéjame visy pirma jvardindami bandymo baig€iy aibe, t. y. iSvardindami visas galimybes, kaip
bandymas gali baigtis. Bandymo baig€iy aib¢ Zymime didZiaja graiky abécélés raide €2 (skaitome: omega). Pacias
baigtis jprasta zyméti mazosiomis omega raidémis su indeksais: w1, wa, ...

(4) Pavyzdys. Keli bandymuy ir ju baigciy aibiy pavyzdziai:
1. Metama standartiné moneta ir stebima, kuria puse ji atvirs. Tuomet {2 = {herbas, skaiCius} arba 2 = {H, S'}.
2. Metamos trys monetos ir stebima, kuria puse kiekviena atvirs. Tuomet

Q={HHH,HHS,HSH,SHH, HSS,SHS,SSH,SSS}.
3. Nemokyklinis. Metame moneta tol, kol iSkrenta skai¢ius. Tuomet 2 = {S, HS, HHS, HHHS, HHHHS, ... }.
4. Nemokyklinis. Sulaukiame SMS Zinutés ir skai¢iuojame laikg iki kitos. Tuomet 2 = (0, +00).

1.2. Ivykiai

(5) Apibréztis. Bandymo baigCiy aibés poaibis vadinamas to bandymo jvykiu. [vykius iprasta apibudinti Zodziais.

(6) Pavyzdys. Jei Q = {HH, HS,SH,SS}, tai aibés A = {HS,SH,SS}, B={HH} yra §io bandymo {vykiai,
kadangi A C 2, B C §). Apibudinkime $iuos ivykius: A —i8krito bent vienas skai¢ius; B — iskrito abu herbai.
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(7) Apibréztis. Jei w yra tam tikro bandymo baigtis, tai aibé {w} yra vadinama elementariuoju jvykiu.

(8) Pastaba. Bandymo baigtis néra jvykis. Tarkime, 2 = { H, S'}. Tuomet H yra Q2 elementas (H € (), bet H néra
poaibis (H ¢ Q,{H} C ). Jei kalbant tkiskai, tai skirtumas tarp H ir { H} yra toks kaip skirtumas tarp apelsino ir
apelsino maiselyje. Viena vertus skirtumo néra — abiem atvejais kalbame apie apelsina. Kita vertus skirtumas yra —
vienas apelsinas maiSelyje, o kitas Siaip — be maiselio. Véliau iSsiaiSkinsime, kad matematikoje taip jau reikalai
susidéliojo, kad kalbame tik apie jvykiy tikimybes, taigi baigtys privalo biiti ,,maiSelyje”, o ne Siaip paskiros. Kadangi
skirtumas tarp bandymo baigties ir elementariojo ivykio yra toks nerySkus, vadovéliuose ir netgi pacioje programoje
elementariojo ivykio savoka daznai painiojama su bandymo baigties. Elementariojo ivykio sgvokos, mano galva,
mokyklingje tikimybiy teorijoje apskritai galéty nebtiti. Blity maziau painiavos, o pati teorija tikrai nenuskursty.

(9) Jei bandymo baigtis HH priklauso ivykiui B (HH € B), tai sakome, kad §i baigtis yra ivykiui B palanki. Jei
HH ¢ A, tai sakome, kad baigtis {vykiui A néra palanki. Jei atlikus bandyma jis baigési baigtimi HH, tai sakome, kad
ivyko jvykis B ir nejvyko ivykis A.

(10) Jei atlickant bandyma jvykis A gali ivykti arba gali nejvykti, tai sakome, kad toks ivykis yra atsitiktinis. Jei

atliekant bandyma jvykis negali jvykti, tai sakome, kad jis yra negalimasis. Toks jvykis yra tus¢ioji aibé 0. Jei jvykis
butinai jvyksta, tai sakome, kad jis yra buitinasis. Toks jvykis yra visa bandymo baig¢iy aibé €.

(11) Tarkime turime kaZzkoki bandyma su tam tikra baig€iy aibe () ir nagrinéjame tam tikra ivyki A (4 C Q). Ivyki,
sudaryta i§ baig€iy, nepalankiy ivykiui A, vadinsime ivykiui A prieSingu jvykiu ir zymésime A.

(12) Tarkime, A ir B yra du to paties bandymo jvykiai. Jei egzistuoja baigtis, palanki abiems jvykiams, tai sakome, kad
Sie jvykiai yra sutaikomieji. PrieSingu atveju — sakome, kad jvykiai yra nesutaikomieji, t. y. jei AN B # (), tai A, B —
sutaikomieji; jei AN B = (), tai A, B — nesutaikomieji.

(13) Teiginys. Tegul A, B — bet kokios baigtinés aibés. Tuomet |AU B| = |A| + |B| — |AN B, ¢ia |T'| Zymi elementy
skaiciy aibéje 7.
[rodymas.

an- QoY

(14) Pavyzdys. Tegul A = {1,2,3}, 0 B={3,4}. Tuomet AU B = {1,2,3,4}. Jei ra§ytume |AU B| = |A| + |B|,
tai elementa, priklausanti abiejom aibém (3) priskaiCiuvotume du kartus. Negerai. Dél to raSome
|AU B| = |A| + | B| — |A N B| tokiu budu uztikrindami, kad tai, ka dukart pridéjome, vieng karta buity atimta. Tuomet

{12,330 {3, 4} = [{1,2,3} + [{3,4}] = [{1,2,3} N {3, 4}

= 3 + 2 -1
—4

(15) Pastaba. Jei A, B — nesutaikomieji ivykiai, t.y. AN B = (), tai |[AU B| = |A| + |B| — |ADOB| = |A| + |B|.

1.3. Tikimybé

(16) Apibréztis. Tegul (2 yra bandymo baig¢iy aibé. Funkcija P, priskirianti kiekvienam jvykiui (€2 poaibiui) skai¢iy i$
intervalo [0; 1], ir turinti dar kelias savybes (mums dabar nelabai svarbias), yra vadinama $io bandymo tikimybiniu
matu. Jei A yra tam tikras jvykis (t. y. A C ), tai skaiéius P(A) yra vadinamas jvykio A tikimybe.

(17) Pastaba. Kadangi bandymo baigtis néra jvykis, tai neegzistuoja bandymo baigties tikimybé. Taigi jei

Q ={H, S}, tai uzrasas P(H) neturi prasmés, kadangi H néra {vykis. Prasmg turi uzraSas P({H}). Bet kadangi jis
estetiSkai labai nemalonus, neretai vis tick raSoma P(H), bet tuomet $ie simboliai perteikia simboliy P({ H}) prasmg.

2 psl.



(18) Apibréztis. Jei bandymo baigCiy aibé ) yra baigtiné ir visos bandymo baigtys yra vienodai galimos, tai toki
bandyma vadiname Kklasikiniu, o jvykio A tikimybe vadiname skai¢iy P(A) = %

(19) Pavyzdys. Metamas standartinis $eSiasienis kauliukas. Bandymo baigéiy aibé Q = {1, 2, 3,4, 5, 6 }. Kadangi visos
baigtys vienodai galimos, bandymas yra klasikinis. Tuomet jei A — ,,i8krito pirminis skaicius akuciy®, tai §io ivykio

e 2,3,5 3
tikimybé yra P(A) = P({2,3,5}) = |{1|g 34 g|6}| =5 0,5.

(20) Pavyzdys. Metami du standartiniai SeSiasieniai kauliukai ir stebima atvirtusiy akuc¢iy suma. Bandymo baigciy aibé
Q=1{2,3,4, ...,11,12}. Kadangi bandymo baigtys néra vienodai galimos, tai $is bandymas néra Klasikinis ir jvykiy
tikimybiy jprastai skaiciuoti negalime. Pakeiskime tai, ka bandyme stebime. Vietoje atvirtusiy akuciy sumos stebime,
keliomis akutémis atvirto pirmasis ir antrasis kauliukai. Tuomet
Q={(1,1),(1,2), ...,(1,6),(2,1),(2,2), ..., (6,6)}. Kadangi visos baigtys vienodai galimos, bandymas klasikinis,
galime skaiCiuoti jvykiy tikimybes. Tuomet patogu ivesti atsitiktini dydi (apie juos Zemiau) X — iskritusiy akucéiy suma
ir tokiu budu tyrinéti norima situacija.

(21) Teiginys. Jei bandymas klasikinis, tai teisingi Sie teiginiai:
1. Kiekvienam jvykiui A teisinga, kad P(A) € [0;1];
2. P(0) = 0; P) =1

3.P(A) =1—P(A).
[rodymas. Teiginiy teisingumas iSplaukia beveik tiesiogiai i$ apibréz¢éiu.

(22) Teiginys (sutaikomyjy jvykiy sumos formul¢). P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
[rodymas. Teiginys iSplaukia praktiskai tiesiogiai i§ tapatybés | AU B| = |A| + |B| — |[AN B.
AUB| |Al+|B|—|AnB| |Al  |Bl  |ANB|
PAUB:| = =i = = P(A)+ P(B)—- P(ANB).
AU =] ) T I
Pastaba: $i formulé teisinga ir tuomet, kai ivykiai nesutaikomieji, tik tuomet P(AN B) = P(()) = 0 ir tada gauname
P(AUB) = P(A) + P(B).

2. Salyginé¢ tikimybé¢ ir nepriklausomi jvykiai

(23) Nagrinékime toki bandyma: du kartus metame standarting moneta ir stebime, kuria puse atvirs moneta pirma ir
antra karta. Tarkime, mums rapi, ar {vyks jvykis A —, atvirto bent vienas herbas*. Kadangi Q = { HH, HS, SH, SS}, 0

A={HH,HS,SH}, tai P(A) = %. Kol kas viskas labai paprasta.

(24) Dabar isivaizduokime, kad §i bandyma atlicka miisy draugas, nuo kurio mes esame nusisuke. Atlikgs bandyma jis
mums paslaptingai sako: ,,Galiu pasakyti tik tiek, kad bent viena moneta atvirto skai¢iumi.“ I jo zinutés suprantame,
kad ivyko ivykis B ={HS,SH,SS}, tatiau nezinome, kuria tiksliai baigtimi bandymas baigési. Ar $ios zinios
pakeicia jvykio A tikimybe? Taip. Kadangi zinome, jog ivyko viena i§ baigliy HS, SH arba SS ir visos trys jos
vienodai galimos, o mums i§ ju palankios tik dvi (HS ir SH), tai dabartiné jvykio A tikimybé yra lygi
palankiy baig¢iusk.  |AnB|  |{HS,SH}| 2

visy baigéiusk. ~ |B|  |{HS,SH,SS} 3

(25) Zinoma, neteisinga biity rasyti, P(A) = %, kadangi lengvai galétume susipainioti su pradine jvykio A tikimybe

P(A) = S’I' Dél to reikalinga nauja apibréZtis ir paZyméjimas.

(26) Apibréztis (netiksli). Tarkime, kad A ir B yra du su tuo paciu bandymu susije¢ ivykiai ir P(B) > 0. [vykio A
salygine tikimybe su salyga, kad ivyko ivykis B, vadinsime tikimybe, kad jvyks ivykis A, zinant, kad ivyko ivykis B.

Sia tikimybe Zymésime simboliais P(A|B), o ji lygi P(A|B) = A|2|B

(27) Pastaba. Universitetiniuose vadovéliuose $i teorija pristatoma kiek kitaip. Visgi pirmam susipaZinimui su Siomis
savokomis, manau, toks pristatymas, kaip pateikiu ¢ia, yra optimalus.

(28) Grizkime prie monety métymo. Dabar jau galime tiksliau uzrasyti: P(A) = %, o P(A|B) = % Matome, kad jvykio
B ivykimas pakeité jvykio A tikimybe. Ar visuomet taip bus?

(29) Tarkime, nagrinéjame ta patj bandyma ir dabar C' — ,,abi monetos atvirto vienodai“, D — ,,pirmoji moneta atvirto
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skai¢iumi*. Tuomet C = { HH,SS}, D = {SH,SS}. P(C) = % Tarkime, kad suZinome, jog ivyko jvykis D. Tuomet

ivykio C salyginé tikimybé yra lygi P(C|D) = |C|;D = | {g’{; %}g} = % = P(CO). Matome, ivykio C tikimybé yra
tokia pati kaip ivykio C' tikimybé zinant, kad ivykis D ivyko. Tafgi kartais vieno jvykio jvykimas pakeicia kito ivykio
tikimybg, o kartais nepakeicia. Svarbus dar ir toks pastebéjimas:

(30) Teiginys. Jei jvykio D jvykimas nepakeicia jvykio C' tikimybés, tai ir ivykio C' ijvykimas nepakeis ivykio D
tikimybes, t. y. jei P(C) = P(C|D), tai ir P(D) = P(D|C).
Irodymas (nebiitina nagrinéti). Kadangi P(C) = |Qﬂ’ o P(C|D) = €n D] ir P(C) = P(C|D), tai % = |C|QTD’

Abi puses padauginkime i§ |D|, padalykime 18 |C|, o |CN D| perra§ykime kaip |DNC|. Tuomet gauname

% = JD—&q — P(D) = P(D|C).

(31) Apibreéztis. Tegul A ir B yra du su tuo paciu bandymu susij¢ jvykiai ir P(A4) > 0, P(B) > 0. Jei jvykio B
ivykimas nepakeicia jvykio A tikimybés (t. y. P(A) = P(A|B)), tai sakysime, kad jvykiai A ir B yra nepriklausomi.
PrieSingu atveju sakysime, kad {vykiai yra priklausomi.

Pastaba: svarbu atkreipti démesj, kad i§ lygybeés P(A) = P(A|B) iplaukia P(B) = P(B|A), taigi ivykiai i§ tiesy
vienas nuo kito nepriklauso, t. y. néra taip, kad jvykis A nuo B nepriklauso, o B nuo A galbit priklauso.

Uzdaviniuose svarbus §is teiginys:

(32) Teiginys. Jei jvykiai A ir B nepriklausomi, tai P(ANB)= P(A)-P(B), ir atvirks¢iai — jei
P(ANB) = P(A)- P(B),tai A ir B— nepriklausomi.
Irodymas  (nebiitina  nagrinéti).  Nagrinékime  nepriklausomy jvykiu pora A ir B. Tuomet

P(A) = P(A|B) = % = |A|;|B| = |B|- % =|ANB|. Padalijg abi puses i§ |2  gauname
% . % = JA|8—|B[ = P(B)- P(A) = P(AN B). Pirma teiginio dalis jrodyta.

Dabar nagrinékime jvykiu A ir B pora tokia, kad teisinga lygybé P(B)-P(A) = P(ANB). I§ jos turime
|B] |A]  |AnB| .. R N . |Al  JANnB]

— . = = ——— Abi puses padauging i§ |Q}| ir padalij¢ i§ | B| gausime —— = *——— = P(A) = P(A|B).
Qe @ s o] = qE P = PAD)

(33) Pavyzdys. Tarkime, P(A) = 0,3, P(B) = 0,6, P(AU B) = 0,7. Nustatykime, ar A ir B nepriklausomi. Bet kuriai
ivykiy porai A, B teisinga lygybé P(AUB)= P(A)+ P(B)— P(ANB). Istatykime zinomas reik§mes:
0,7=0,3+0,6—P(ANB) = P(ANB)=0,2+ P(A)- P(B)=0,18. Jei ijvykiai buty nepriklausomi, bity
teisinga lygybé P(AN B) = P(B) - P(A), tatiau taip néra. Vadinasi, {vykiai néra nepriklausomi.

3. Atsitiktinis dydis

(34) Bandymo baigtys dazniausiai néra patoglis matematiniai objektai. Pvz., jei Q = { HH, HS, SH, SS'}, tai objekty
HH, HS, SH ir S5 nei sudési, nei atimsi, nei padauginsi, nei kvadratu pakelsi, nei kokios Pitagoro teoremos pritaikysi.
Vadinasi, viso jprasto mums matematinio arsenalo panaudoti ju tyrimui negalime. Nepatogu.

(35) Nepaisant to, kad bandymo baigtys néra matematiniai objektai, i juos galima Zvelgti kiekybiskai, t. y. bandymo
baigtyse matyti tam tikrus skaicius, pvz. apie bandymo baigti HH galime sakyti ,,Atvirto du herbai®, o apie baigti SH —
,Herbas atvirto viengkart”. Taip zvelgdami { bandymo baigtis apie pati bandyma galime kelti prasmingus klausimus:
,.Kaip daznai atvirs du herbai?*, ,,Kaip daznai atvirs bent vienas herbas?* arba ,,Kiek vidutiniskai herby atvirs metus dvi
monetas 10 karty?“. Taigi pakeit¢ bandymo baigtis skaiiais, galime ir iSsprgsti problema, kad bandymo baigtys néra
patogiis matematiniai objektai, ir jgyti naujy prasmingy jzvalgu apie pacius bandymus. Tam matematikai sugalvojo
atsitiktinio dydzio savoka, kuri bandymo baigtis pakeicia skaiciais.

(36) Apibréztis. Tegul €) yra tam tikro bandymo baigciy aibé. Funkcija X : 2 — R (funkcija X kiekvienai bandymo
baigciai (ne jvykiui!) priskiria tam tikra skai¢iy) vadinsime atsitiktiniu dydziu (trumpinsime a. d.).

37 Pavyzdys. Tarkime Q={HH,HS,SH,SS}. Funkcija X apibrézkime  tokiu  budu:
X(HH) =2,X(HS) = X(SH) =1, X(SS) = 0. Tuomet X — atsitiktinis dydis, kadangi kiekvienai baig¢iai priskyre

po skaiciy. Galima tokio priskyrimo interpretacija: X — atvirtusiy herby skaicius.

(38) Galima kelti klausima, kokia tikimybé, kad ivykus bandymui atsitiktinis dydis igys tam tikra reikSme. Pvz. kokia
tikimybé, kad ankstesnio bandymo ir a. d. kontekste turésime X(w) = 1, t. y. kad herbas atvirs viena karta. Kadangi
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tikimybes skaiCiuojame jvykiy, t. y. aibés {2 poaibiy, tai galétume uzrasyti P({w € Q | X(w) = 1}), ¢ia simboliai
{we Q| X(w) =1} zymi aibg tokiy baigéiy, su kuriomis teisinga lygybé X(w) = 1. Vietoj tokio gana nepatogaus
1

uzraSo susitarta ~ raSyti  tiesiog P(X=1). Taigi P(X=1)=P({SH,HS}) = 5 Panasiai
P(X#2)=P(X<2)=P(X<1l)=P(X=0abaX=1)=P(X=0)+P(X=1)= i % = %. Taip rasyti

nebiitina, bet pavyzdys vaizdziai parodo, kaip galima naudoti Zyméjimus.

(39) ApibrézZtis. Atsitiktinio dydzio skirstiniu vadinsime lentelg, kurios pirmojoje eilutéje uzraSysime visas galimas a. d.
reikSmes, o antrojoje — atitinkamas tikimybes.

(40) Jau nagrinéto a. d. X skirstinys:

(41) Teiginys. Jei a. d. igyja X reikSmes z,z,, ...,x, atitinkamai su tikimybémis pq,py, ...,p,, tai
p1+p2+..tp, =1
[rodymas. Paprasta §i teigini suprasti tiesiog i§ pavyzdziy, bet jei norisi kazko truputi formalesnio, Stai:
prtpe+ o +py =P X =z)+P(X=12)+ - + P(X=1,)
= P(X = x; arba X = x,, arba ..., arba X = xn)
= P(X € {.I‘l,ltg, ey xn})
= P(X € Ey)

Cia Ex zymi a. d. X reik$miy aib¢. Gavome, kad suma p; +ps + - + p,, yra lygi tikimybei, jog atsitiktinis dydis igys
kazkurig reikSme. Bet kuris bandymas baigsis tam tikra baigtimi, o a. d. X kiekvienai bandymo baig¢iai priskiria tam
tikra reikSme, taigi p; +py + - +p, = P(X € Ex) = 1.

3.1. Atsitiktinio dydZio vidurkis (matematin¢ viltis) ir dispersija

(42) Zaidziame 7aidima. Metame standartinj SeSiasieni kauliuka ir stebime keliomis akutémis jis atvirs. Tuomet
0 =1{1,2,3,4,5,6}. Jei iskrenta 6, laimime 12 eury, kitu atveju pralaimime 3 eurus. Tegul X — islois po tokios
loterijos. Tuomet P(X = 12) = é, P(X=-3) = % Ar apsimoka zaisti?

(43) 1 §i klausimg galétume bandyti atsakyti taip: jei Zaistume labai daug karty, iSloStume galy gale, ar ne? Tarkime, §i

zaidima suzaidziame 600 karty. Tikétina, kad mazdaug é—qjq Siy zaidimy iSlostume 12 eury, o %—qsias zaidimy —

pralostume 3. Taigi tikétinas miisy iSlosis po 600 zaidimy yra lygus:
é -600 - 12 +% 600 - (—=3) = 1200 4 (—1500) = — 300. Matome, kad losti neapsimoka.

(44) Galime apskaiciuoti ir tikéting vieno zaidimo i$los§j. Tarkime, kad zaidziame n Zaidimy (tebiinie n yra kazkoks
didelis skaiCius). Tuomet vidutinis iSloSis yra lygus (é - 12+ % M- (—3)) n o= % 12+ g -(—3) = —0,5.

Matome, kad gavome nuo n nepriklausancia iSraiska. Sios mintys yra pagrindas tokiai apibréz¢iai:

(45) Apibréztis. Atsitiktinio dydzio X vidurkis (matematiné viltis) yra skaicius, kuri Zymésime EX, ir jis lygus
EX = xp; + x9ps +...+ x,p,, Cla 2, To, ..., x, —a.d. X reikSmés, p,, py, ..., p, — tu reikSmiy tikimybés.

(46) Pastaba. Raide E patogu sieti su ang. zodZiais expectation, expected value.

(47) Natiiralu, kad du skirtingi atsitiktiniai dydziai gali turéti ta patj vidurki. Pvz. jei turime a. d. X ir Y, kuriy skirstiniai
yra

z  |-1]1 y  |—20]—10] 10 | 20
P(X=x)]05]05 P(y=y)|0,25]0,25[0,25 0,25

Tai EX = (—-1)-0,5+1-0,5=0 ir EY = (—20)-0,25+ (—10) - 0,25+ 10- 0,254 20 - 0,25 = 0. Taciau $ie a. d.
tikrai kazkuo skiriasi. Kuo? Tuo, kad a. d. X reikSmés bus ,,iSsibarsciusios” zZymiai ar¢iau vidurkio negu Y reikSmés.
Kaip ta iSmatuoti? Naudojant dispersija bei standartini nuokrypi. Matuosime vidutinj kvadratinj atstuma nuo vidurkio
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(dispersija), o tuomet trauksime 1§ jo Saknj (standartinis nuokrypis).

(48) Apibréztis. Atsitiktinio dydzio X dispersija yra skaicius, kuri zymésime DX, ir jis lygus
DX = (x; —EX)?p, + (5 — EX)?p, +...4 (x,, — EX)?p,, &ia x, z9, ...,x, —a. d. X reikSmés, p;, py, ..., 0, —tu
reik§miy tikimybés. Skaic¢iy VDX vadinsime a. d. X standartiniu nuokrypiu arba vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu, o

zymésime o(X) (o — skaitome: sigma).

(49) Pavyzdys. Apskaiciuokime auk$ciau apibrézty a. d. X ir Y dispersijas bei standartinius nuokrypius. Jau Zinome,
kad EX = EY = 0, tuomet

DX = (z;—EX)’p; + (z2—EX)%p,
= (-1)—0)?-0,5 + (1—0)%2-0,5
= 0,5 + 0’5

1
o(X)=VDX=V1=1

DY = (y1 —EY)*p, + (yo —EY)?py + (y3—EY)?’p; + (yu—EY)%p,
= ((=20)—-0)2-0,25 + ((—10)—0)2-0,25 + (10—0)2-0,25 + (20—0)2-0,25
= 400 - 0,25 + 100 - 0,25 + 100 - 0,25 + 400 - 0,25
250

o(Y) = VDY = 5V10 ~ 15,8

(50) Pastaba. ISsamesnis dispersijos ir standartinio nuokrypio komentaras galbiit pasirodys ateityje.

4. Bernulio bandymai ir binominis atsitiktinis dydis

(51) Apibréztis. Jei bandymo baig€iy aibe sudaro lygiai du elementai, tai toki bandyma vadiname Bernulio bandymu
(Jacob Bernoulli, XVII a. $veicary matematikas).

(52) Pavyzdys. Bernulio bandymai:
+ Standartinés monetos metimas, kadangi Q = {H, S}.
+ Krepsininkas meta kamuolj i krepsj ir stebime, ar jis pataikys. 2 = {taip, ne}.

(53) Pastaba. [prasta vieng Bernulio bandymo baigti vadinti ,,sékme®, o kita — ,,nesékme®. Sékmés tikimybe iprastai
Zymime p, o nes¢ckmés — ¢. Zinoma, kadangi p+ ¢ =1, taig =1 —p.

(54) Apibréztis. Jei nepriklausomai viena nuo kito n karty kartojame ta pati Bernulio bandyma, tai tokia bandymuy seka
vadiname Bernulio schema.

(55) Pavyzdys. Metame standarting moneta i$ eilés du kartus ir stebime, kuria puse kickviena karta moneta atvirs.
Galime §i bandyma suvokti kaip dviejy Bernulio bandymy ,,metama viena moneta ir stebima kuria puse ji atvirs* seka.
Sia seka galime vadinti Bernulio schema.

(56) Pavyzdys. MaiSe deSimt kamuoliuky: penki raudoni ir penki Zali. Nezitirédami traukiame viena ir stebime, ar
kamuoliukas raudonas. Kamuoliuko negrazing i mai$a traukiame antra kamuoliuka ir stebime, ar iStrauktas kamuoliukas
yra raudonas. Abu apraSyti bandymai yra Bernulio bandymai, kadangi abiem atvejais 2 = {taip, ne}. Taliau Sie
bandymai nesudaro Bernulio schemos, kadangi jie néra vienodi (tikimybé¢ iStraukti raudong kamuoliuka antrame
bandyme pasikeicia) ir néra nepriklausomi.

(57) Pavyzdys. KrepSininkas, kuris pataiko 80% metimy nuo baudy linijos, keturis kartus meta baudos metima (tokiu
paciu taiklumu kiekviena karta). Sékmés tikimybé vieno metimu metu p = 0,8. Nesékmés: ¢ = 1 —p = 0,2. Vienas
metimas — Bernulio bandymas. Keturi metimai — Bernulio schema. Uzrasykime visas galimas bandymo baigtis:
Q={8555S,
SSSN,SSNS,SNSS,NSSS,
SSNN,SNSN,NSSN,SNNS, NSNS, NNSS,
SNNN,NSNN,NNSN,NNNS,
NNNN}.
Kadangi visi atskiri metimai vienas nuo kito nepriklausomi, tai pvz. P(SSNS) = 0,8-0,8-0,2-0,8 = 0,83 - 0,21.
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Tegul a. d. X — krepSininko pataikyty metimuy skaicius. Tuomet

P(X =4) = P({S555}) = 0,8

P(X =3) = P({SSSN,SSNS,SNSS,NSSS}) = 4-0,8%-0,2!

P(X =2) = P({SSNN,SNSN,NSSN,SNNS, NSNS, NNSS}) = 6-0,82 - 0,22
P(X=1) = P{SNNN,NSNN,NNSN,NNNS}) = 4.0,8".0,23

P(X=0) = P{(NNNN}) = 0,2

Pagalvokime, kaip atsirado skaiciai 4, 6, 4. Ogi i$ to, keliais biidais i$ 4 raidziy galime parinkti viena S, dvi .S arba tris
S,t.y.4=C3%,6 = C3%,4 = C}. Taigi $ia situacija galétume apibendrinti taip: P(X = m) = C7*- 0,8 - 0,24, O dar
bendresniu atveju (galioja Bernulio schemai, kai bandyma su sékmés tikimybe p kartojame n Kkarty):
P(X — m) — C:Iﬂ ,pm . (]_ _p)n,fm_

(58) Apibréztis. Tarkime Bernulio bandyma, su sékmés tikimybe p (0 < p < 1), kartojame n karty nepriklausomai
viena nuo kito. Tegul atsitiktinis dydis X — gauty sékmiy skaicius. Tuomet atsitiktini dydi X vadinsime binominiu arba
binomiskai pasiskirsciusiu.

(59) Teiginys. Tegul X yra binominis atsitiktinis dydis, nurodantis sékmiy skai¢iy Bernulio bandymu sekoje, kur vieno
bandymo sékmé yra p, o bandymas kartojamas n karty. Tuomet P(X = m) = C'p™ (1 —p)" .
[rodymas. Tikiuosi, pakankamai aisku i§ auksc¢iau aptarto pavyzdzio.

(60) Pastaba. Sprendziant uzdavinius ir pastebéjus, kad turime Bernulio schema, juos galime sprgsti naudodami
auksciau pateikta teigini.

(61) Pavyzdys. 2025 m. VBE A kurso bandomojo egzamino 19 uzdavinys.

19. Benas neseniai pradéjo dirbti kalviu. Jam gaminant metaline detale, tikimybé, kad pagaminta detalé bus
netinkama, yra dvigubai didesné uz tikimybg, kad pagaminta detalé bus tinkama. Benas pagamino
8 metalines detales. Apskaiciuokite tikimybe, kad tarp pagaminty detaliy bus bent 3 tinkamos.

Sprendimas. Pagal salyga suprantame, kad astuonis kartus nepriklausomai vienas nuo kito bus atlickamas tas pats
Bernulio bandymas su dvigubai mazesne s¢kmés tikimybe. Pazymékime vieno Bernulio bandymo sékmés tikimybeg p, o

nes¢kmés — ¢. Tuomet turime p+qg=1=p+2p=1=p = %, q= % Tegul X — tinkamy detaliy skaicius. Tuomet
turime P(X>3)=1-P(X<3)=1—(P(X=2)+P(X=1)+P(X=0)). Kadangi X yra binomiskai

pasiskirstgs, tai
2 6
1 2 64
P(X =2 —CQ(—)-(—)_
( ) 813 3 6561

1 7

N (2 128

P(X=1) = 1(_ (_) _g. 128

( ) 083 3 86561
1\ (2)® 256

P<X:0>:C§(§)'(§) =1 Gs61

P(X>3)=1—(P(X=2)+P(X=1)+P(X=0))

64 128 256
—1—|28- : 1-
( S 6561 O 6561 T 6561)

1792 + 1024 + 256

=1= 6561
_ 3489 _ 1163
6561 2187
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(62) Pavyzdys. Uzdavinys i§ uzdavinyno 12 kl. (Autorius V. Stakénas, Leidéjas: TEV, 2004 m., ISBN: 9955491701, 57
psl.)

32. Matematikos Ziniy patikrinimo teste yra 4 klausimai. Duoti kiekvieno klausimo 5
atsakymai, i$ kuriy vienas teisingas. Mokinys atsakymus renkasi atsitiktinai. Tegu X
— teisingai pasirinkty atsakymy skaicius. Sudarykite atsitiktinio dydZio X skirstinj
ir apskaiciuokite EX, DX, o(X).

Sprendimas. Pagal salyga suprantame, kad keturis kartus nepriklausomai vienas nuo kito bus atlickamas tas pats

Bernulio bandymas. Sékmés tikimybé p = %, 0 nesékmés: g = %. Galétume a. d. X skirstini sudaryti taip, kaip
ankstesniame pavyzdyje, taCiau susipazinkime ir su kitokiu sprendimu. Vieneta pakelsime ketvirtuoju laipsniu ir
pasinaudosime Niutono binomo formule.

1= (p+q? =Cip'e" + Cip’e" + Cip*e® + Cip'q’ + Cip’q’

Atkreipkime démesi, kad kiekvienas gautas narys yra lygus tikimybé, kad X igys tam tikra reik§mg, pvz. antrasis narys
Cip®q* yra lygus tikimybei P(X = 3). Tai pastebéje teskime:

=@p+e! = CPp'¢" + Cip’¢t + Ch¢* + Cp'é® + Cip'¢
=@ O B @ e
B 1 16 96 256 256
T 625 625 625 625 625

= P(X=4) + P(X=3) + P(X=2) + P(X=1) + P(X=0)

Taigi, a. d. X skirstinys yra toks:

c ol 1] 2] 3] 4
P(X = 1) @‘@‘&|£‘L
625 | 625 | 625 | 625 | 625
Tuomet
256 . 256 96 16 1 256+192+48+4 _ 500
EX=0-2—+41-2—+2 —+3 - — +4- — = =—=08
625 ' 625 625~ 625 625 625 625
2 256 2 256 296 216 2 1
DX = (0-08) -2+ (1-0.8) -5, +(2—0.8) - - +(3—0.8) - iz + (4—0.8) - 7
256 256 96 16 1
=0,64-224+0,04- 22+ 1,44 22 + 4,84 = +10,24 -

= 0,64

o(X) = VDX = V0,64 = 0,8
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